Fiche 1 a destination des enseignants

Comment construire une gamme de notes ?

Version 2 - travail en classe entiére

Utilisation d’une animation avec le logiciel GEOGEBRA

Type d'activité

Activité documentaire et numérique

Théme 4 -
Son et musique, porteurs
d’information

4.2 - La musique ou l'art
de faire entendre les
nombres

SAVOIRS

En musique, un intervalle entre deux sons est défini
par le rapport (et non la différence) de leurs
fréquences fondamentales. Deux sons dont les
fréquences sont dans le rapport 2/1 correspondent a
une méme note, a deux hauteurs différentes.
L'intervalle qui les sépare s’appelle une octave.

Une gamme est une suite finie de notes réparties sur
une octave. Dans I’Antiquité, la construction des
gammes était basée sur des fractions simples, (2/1,
3/2,4/3, etc.). En effet, des sons dont les fréquences
sont dans ces rapports simples étaient alors
considérés comme les seuls a étre consonants. Une
quinte est un intervalle entre deux fréquences de
rapport 3/2. Les gammes dites de Pythagore sont
basées sur le cycle des quintes. Pour des raisons
mathématiques, ce cycle des quintes ne « reboucle »
jamais sur la note de départ. Cependant, les cycles de
5, 7 ou 12 quintes « rebouclent » presque.

Pour les gammes associées, I'identification de la
derniére note avec la premiére impose que I'une des
quintes du cycle ne corresponde pas exactement a la
fréquence 3/2.

Les intervalles entre deux notes consécutives des
gammes dites de Pythagore ne sont pas égaux, ce qui
entrave la transposition. La connaissance des
nombres irrationnels a permis, au XVlle siécle, de
construire des gammes a intervalles égaux.

SAVOIR-FAIRE

Calculer des puissances et des
quotients en lien avec le cycle des
quintes.

Mettre en place un raisonnement
mathématique pour prouver que le
cycle des quintes est infini.

Utiliser la racine douzieme de 2
pour partager I'octave en douze
intervalles égaux.




Compétences liées aux activités effectuées dans ce sujet
[Démarche scientifique]
Formuler des hypothéses pertinentes.
Confronter des hypothéses a des résultats expérimentaux.
Développer un esprit d'initiative.
Mobiliser ses connaissances sur les signaux périodiques.
Maitriser les compétences mathématiques de collége (nombre rationnels/irrationnels).
Présenter la démarche suivie, présenter les résultats obtenus.
[Usage des TIC]
Saisir des résultats de calculs.
[Extraire] [Exploiter]

Calculer les fréquences des notes de la gamme de Pythagore et de Bach d’aprés les
documents.

Conditions de mise
en ceuvre

En classe entiere, aprés visionnage d’une vidéo « mathématiques et musique » (8 min).
https://www.youtube.com/watch?v=cTYvCpLRwao (début a 2min20)

Utilisation d’un logiciel de synthese de sons (Audacity par exemple).

Utilisation possible d’'une animation avec le logiciel GEOGEBRA




Fiche 2 a destination des éléves : Version 2

1ere Activité documentaire et numérique
enseignement Comment construire une gamme de notes ? KX‘W
scientifique
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Un mélomane est capable de percevoir a I'oreille si une musique est harmonieuse ou non. Il y a 2500 ans, Pythagore
et ses disciples ont introduit une gamme basée sur les intervalles harmonieux. Aujourd’hui, la gamme tempérée est la
gamme majoritairement utilisée en Occident.

Il n’est pas nécessaire d’étre mathématicien pour apprécier la musique.

Pourtant... « la musique est un exercice d’arithmétique secréte et celui qui sy livre ignore qu’il manie les nombres »
(G. W. Leibniz, 1712).

| Document 1: UN HISTORIQUE DE L'HARMONIE

« Selon Jamblique (env. 250-330 ap. J.-C.), auteur d’une Vie de Pythagore, ce dernier
passa un jour devant l'atelier d’'un forgeron et écouta les marteaux battre le fer.
Certaines combinaisons de sons étaient harmonieuses, d’autres moins. Il étudia les
marteaux et s’apergut que deux sons étaient harmonieux lorsque les masses des deux
marteaux correspondants étaient dans un rapport simple de nombres entiers.

Que cette histoire soit vraie ou simplement une légende, il apparalt acquis que
Pythagore a le premier mis en évidence le fait que I'oreille humaine est sensible aux
rapports simples de fréquences existant entre les sons. [...] Les rapports simples de
fréquences ont recu des noms particuliers. L’intervalle qui correspond a un rapport de
fréquences égal a 2 s’appelle une octave. [...] L'octave est I'intervalle fondamental qui
délimite la gamme. C’est I'intervalle qui existe entre le premier et le deuxieme Do dans
I’énumération “Do - Ré - Mi - Fa - Sol - La - Si - Do”. »

Extrait de F. BRUNAULT, « Musique et Mathématiques », CASA info, n°77, décembre 2002, www.umpa.ens-
lyon.fr

Document 2 : LES HARMONIES

L'oreille humaine est sensible au rapport entre les fréquences de deux notes jouées simultanément. Lorsqu'un
instrument émet un Las, de fréquence fondamentale f; = 440 Hz, |'oreille percoit un son de fréquence f; et, suivant
I'instrument, des harmoniques de fréquence f, = 2 fi1, fz = 3 f1, etc. Quand une deuxiéme note est émise, un Las de
fréquence fondamentale f; = 880 Hz, I'oreille entend déja ce son dans les harmoniques du Las. Il en est de méme du
deuxieme harmonique du Las de fréquence :

f2=2f1=1760Hz=4 x440=4f;



Plus les harmoniques de deux notes ont des fréquences communes, plus ces notes sont harmonieuses a l'oreille. Elles

sont consonantes.

On parlera d'harmonie entre deux notes lorsque le rapport des fréquences de leur fondamental est « simple ». Le
rapport le plus simple est celui qui a pour valeur 2. Les deux notes sont dites a I'octave. Jouées simultanément, ces

deux notes semblent n'en faire qu'une.

Il existe d'autres rapports simples représentés dans le tableau ci-dessous.

Rapport Position par
des fréquences | rapport a la note Nom Exemple
fondamentales de référence
12 8 Octave Do -Do
3 ;
> 5 Quinte Do - Sol
4
3 4 Quarte Do - Fa
2 3 Tarce Do - Mi
4 majeure

Quelques accords harmonieux.

Ainsi, sur la représentation ci-contre, le rapport de la
fréquence du fondamental du son (c) sur celle du

3
fondamental du son (a) est égal a— . Le son (c) est dit a la
2

quinte (montante) du son (a). On constate également que
la fréquence du 3®™ harmonique du son(a) est égale a celle

du 28m harmonique du son (c).

Deux notes a la quinte se distinguent mieux, se fondent
moins, que deux notes a l'octave, car elles ont moins

d'harmoniques en commun.

Fréquence (Hz)
h

Base Octave Quinte Quarte Tierce
o0t 10 _5 N
| 9 el E— 7
| & & . &
e e — 5 5
| 6 3 4 —_—
5 2 4
5001 ——— —— 3 3 —
Analyse = = = i - .
spectrale 1 3 2 2
comparée 2 1 —_— _2
de cing sons + = — 1 1 1
harmonieux. - | 1
Le son (a) est
choisi comme
référence. a b c d e
2/1 3/2 4/3 5/4

Document 3 : LES GAMMES

Il 'y a eu, dans I'Histoire, de nombreuses constructions de gammes pour ordonner les notes au sein d'une octave. Les
premieres gammes furent appelées naturelles, car elles étaient construites a partir de sons émis par des cordes
vibrantes de différentes longueurs. Ces gammes, comme la gamme de PYTHAGORE, présentent un inconvénient
important : les rapports de fréquences entre des notes consécutives ne sont pas constants. On ne peut donc pas
transposer dans une autre tonalité toutes les notes d'une ceuvre musicale.
Jean-Sébastien BACH (1685-1750) résout ce probléme en créant la gamme tempérée.

% La gamme de PYTHAGORE

Elle correspond a des notes obtenues par des cordes vibrantes dont les rapports de longueurs,

3
égaux a—, sont considérés harmonieux.
2

3
Ces notes, dont les rapports de fréquences sont aussi deg , forment des quintes.

.

Pythagore



Il est possible, par quintes successives, de retrouver les fréquences des notes d'une octave :
- Par quintes montantes puis si besoin divisée par 2 pour étre dans l'intervalle de fréquences correspondant a
I'octave de la note de base. En procédant de la méme maniére a partir de la note obtenue, on construit une
série de notes dont les six premieres sont affectées d'un nom simple (Do, Ré, Mi, Sol, La, Si) ;

- Par quintes descendantes puis si besoin multipliée par 2 pour étre dans l'intervalle de fréquences
correspondant a l'octave. En procédant de la méme maniére a partir de la note obtenue, on construit une
autre série de notes dont la premiére est affectée d'un nom simple (Fa).

Les autres notes de I'octave sont dites altérées, et notées diese (#) ou bémol (b). Elles ne sont pas conservées si leurs

fréquences sont trop proches les unes des autres.

¥ La gamme tempérée ou a tempérament égal

Dans la gamme tempérée, douze notes sont placées sur une octave qui est alors divisée en douze
intervalles appelés demi-tons ou degrés chromatiques.

Ces notes sont Do, Do, Ré, Mi?, Mi, Fa, Fa*, Sol, Sol*, La, La* et Si.

( « # » se lit diese et « b » se lit bémol.)

Le rapport de fréquences entre deux notes consécutives de fréquences respectives fi et f»

est constant :

1
f2 =2E

? J.S. Bach
1

La gamme tempérée est celle présente sur le piano, pour lequel deux touches successives (blanche ou noire) sont
séparées par un demi-ton (figure ci-contre).

1/2ton : 1/2ton

NN NNNON NN NN
! soli

la si do ré mi | fa | sol | la si do [ ré
I t

une octave = écart de 12 demi-tons

La gamme du piano o

N\ 1 L}

Document 4: NOMBRES RATIONNELS ET IRRATIONNELS

Un nombre rationnel est un nombre qui peut s'écrire sous la forme d'un rapport de deux nombres entiers.

Les nombres irrationnels sont des nombres qui ne peuvent pas s'écrire sous forme de fraction de deux nombres
entiers.



Questions :

I. Construction d’une gamme de Pythagore

La gamme de Pythagore peut s’écouter sur le site :

https://www.easyzic.com/dossiers/la-gamme-de-pythagore,h151.html

On veut construire une gamme de Pythagore a partir de la note de référence Dos de fréquence fo = 262 Hz.
1. Dans quel domaine de fréquences doivent se trouver les notes de cette gamme ?
2. Calculer les différentes fréquences des notes de la gamme.

Fréquence
(en Hz)

Fréquence obtenue en
multipliant par 3/2
(en Hz)

Fréquence obtenue
apres division
Eventuelle par 2
(en Hz)

Intervalle de fréquence entre la
note obtenue et la précédente :

=) <)

m et k entiers naturels

fo =262 Hz

f1=

fz=

f3=

f4=

f5:

fez

f7:

fg:

f9:

fi0 =

fi=

f1p =

3. Lerapport r est-il un nombre rationnel ou irrationnel ? Justifier.

4. Ecouter les notes obtenues a I'aide du logiciel Audacity (fonction « générer un son »). Les notes de la gamme

sont-elles obtenues dans I'ordre ?

5. Au bout de 12 quintes, peut-on considérer que I'on retrouve la note de référence de la gamme ? Est-ce

perceptible a I'oreille ?

On dit alors que le cycle de quintes reboucle a peu pres.

6. Que faut-il faire pour que le cycle de quintes reboucle ? Quel inconvénient présente cette gamme de notes ?

Il. Construction d’'une gamme de Bach :

On veut construire une gamme de Bach a partir de la note Dos de fréquence fo = 262 Hz.

1. Calculer les différentes fréquences des notes dans I'ordre de la gamme.

Fréquence Fréquence obtenue en Intervalle de fréquence entre la
(en Hz) multipliant par '3/2 note obtenue et la précédente :
(en Hz) r= (%/E)m
m entier naturel
fo=262 Hz
f1 =
fz =

etc ...
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Ecouter les notes obtenues a I'aide du logiciel Audacity.

Que peut-on dire de la fréquence de la derniere note obtenue ? Commenter.

Le rapport r est-il un nombre rationnel ou irrationnel ? Justifier.

Quelle est la différence essentielle entre la gamme de Pythagore et la gamme tempérée de Bach ?

Etablir une relation entre la fréquence f, d’une note de la gamme et la fréquence f, de la premiére note de
cette gamme.



Eléments de correction :

I. Construction d’'une gamme de Pythagore

1.

Une gamme est une suite de notes réparties dans une octave donc les fréquences des notes doivent étre

comprises entre 262 Hz et 524 Hz.

Intervalle de fréquence entre
, Fréquence obtenue la note obtenue et Ia
, Fréquence obtenue en e .
Fréquence multipliant par 3/2 aprés division précédente :
(en Hz) P b éventuelle par 2 31\ 1\F
fen ) (en H2) r=(3) ()
m et k entiers naturels
fo =262 Hz 393 Hz At 1’ p
-] x(=) =1
&) *G)
f, = 393 Hz 589 Hz 589.5/2 = 295 Hz (§)2 N (3)1: 15
Hors de la gamme 2 2 '
f, =295 Hz 442 Hz (3)3 (1)1
-] X|(=] =1.6875
2 2
f3 =442 Hz 663 Hz 633/2 = 332 Hz (§)4 N (3)2 126563
Hors de la gamme 2 2 '
f,=332Hz 498Hz (3)5 (1)2 L 89844
=) x|=) =1.
2 2
fs =498Hz 747Hz 747/2 = 374Hz (§)6 y (1)3: 1.42383
Hors de la gamme 2 2 ’
fs =374Hz 561Hz 561/2=281Hz 3\ /¢t
Hors de la gamme (E) x (E) = 1.06787
f, =281Hz 421Hz 312 1\t L0181
=) x|=) =1.
G) *G)
fs =421Hz 631Hz 631/2 = 316Hz (§)9 B (3)5: 190135
Hors de la gamme 2 2 '
fo =316Hz 473Hz (E)w % (1  1.80203
2 2 )
f10 =473Hz 710Hz 710/2 = 355Hz 3\ 11 1,6
Hors de la gamme (E) X (E) = 1.35152
f11 =355Hz 533Hz 207/2 =267 Hz (3)12 (1)7 01364
-] x|=) =1
2 2
f1 =267 Hz 400Hz (§)13 x (1)7 = 1.52046
2 2) T

L’enseignant peut aider les éleves a trouver les valeurs de r avec une animation avec le logiciel GEOGEBRA (utilisable
directement en ligne).

= GenGebra

de premiére gén
Théme 1 (Une langue histire de la matiére)
Théme 2 (Le Soleil, notre source d'énergie)
Théme 3 (La Terre, un astre singulier)
Theme 4 (Son et musique, porteurs dinformatic
4-1 Sinusoides : Amplitude et période
4-2 Ecouter une fréquence et son double
4-2 Construction de la gamme pythagoricier
4-2 Fréquences et notes de la gamme tempé

4-3 Echantillonnage et quantification d'un so
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Nombres rationnels car rapport de nombres entiers.

Ecoute des notes ; remise en ordre des notes de la gamme.

Léger décalage entre les fréquences fo et 12, perceptible a l'oreille.

Pour que le cycle de quintes reboucle, il faut qu’au moins une des quintes ne corresponde pas a rapport 3/2.
Inconvénient de cette gamme : « intervalles » non égaux entre deux notes consécutives.

oukAw

Il. Construction d’'une gamme de Bach

1. ca - Fe| =C3*(27(1/12))
A B C
1 Rang f, (Hz)
2
3 0 262,00
4 1 277,58
5 2 294,09
6 3 311,57
T 4 330,10
8 5 349,73
9 6 370,52
10 7 392,56
D 8 415,90
12 9 440,63
13 10 466,83
14 11 494 59
15 12 524,00
16
Note Dos; | Dos | Ré | Mi’% | Mi; Fas | Fa's | Solz | Sol*s | La; La*3 Si3 Dos
Fréquence 277,58 311,57 370,52 415,90 466,83 524
(Hz) 262 294,09 330,10 | 349,73 392,56 440,63 493,59
2. Ecoute des notes. Notes dans 'ordre.
3. f1,=2fp; L'octave est séparée en douze intervalles égaux (appelés demi-tons ou degrés chromatiques).
4. restunnombre irrationnel.
5. Dans la gamme tempérée, les intervalles entre 2 notes consécutives sont égaux.
6.

Dans chaque octave, la n®*™ note a pour fréquence :

f,=fx 212 (fo= fréquence de la note de référence)

Remarque :
La gamme tempérée est celle présente sur le piano, pour lequel deux touches successives (blanche ou noire) sont
séparées par un demi-ton.

Note do do# ré ré# mi fa fa#t sol sol# la lat# si do
d::zf:;m 1 V12 | 9212 | 9312 | o812 | 95N2 | o612 | 9712 | 9812 [ 4902 | pl0n2 | 1112 P




